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Rechenregeln

1. Allgemein:
Skalare beliebige Buchstaben einschlieBlich griechische Buchstaben, z.B. a,b, P, xj, o, 3,71
Indizes mit kleinen Buchstaben, z.B. i j k,/
Matrizen und Vektoren sind Felder mit Skalare. Ein Vektor ist die Spalte einer Matrix.
unabhangig vom speziellen Vektorraum und unabhéangig von einer speziellen Basis
Vektoren sind Kleinbuchstaben, im Manuskript Fettdruck, z. B.
(M x=(x), i=1,2,8,..,n),(x),i1=1,2,3,...,n)

beim Handschreiben (an der Tafel) wird der Buchstabe unterstrichen z.B. x = (x)),

Vektornorm ) [[x|| = Jxlz + X5 e X

Matrizen sind GroBbuchstaben im Manuskript Fettdruck z.B.
3 M= (M,-j), i=1,2,3,...,m j=1,2,3,...,m
beim Handschreiben (an der Tafel) wird der Buchstabe doppelt unterstrichen M = (M,-j).

2. "Physikalische Vektoren" im Raum R> oder K> nach Hamel
unabhéangig von einer speziellen Basis
Vektoren mit Klein- oder GroBbuchstaben, mit Pfeil oben, z.B.
Vv, F
Betrag oder Lange eines Vektors, z. B.
@a) v=Ivl;  F=IFl
Richtung eines Vektors, z. B. Richtungsvektor e, mit |Ev|= l:

<!

(4b) E,zv

,=— = Vv=ve,
v

3. Darstellung eines Vektors im Koordinatensystem
mit den Basisvektoren €, €,, €3 (3D oder 2D),

wole]=1,zB.

(5) §261V1+52V2+E3V3EETV:VTE

141 €
wo v=(v)=|wn| €=()=|¢
V3 &

und v, Vv,,v; sind die Koordinaten oder Komponenten des

Vektors V.

Speziell: kartesisches Rechtshandsystem

- = - =T
(6) (o ej = 511 bzw. e-e =E:

also Elglzl und EIEIZO, i,j:1,2,3

0 & -5

- - - =T
(7) ¢; X ej = Sl-jk ek bzw. exe

= —53 0 €1 = ET

€5 _él 0

wo E die Einheitsmatrix, &;j der Permutationstensor, ~ der Tilde-Operator fur g
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4. Zuordnung Vektorrechnung und Matrizenrechnung

Vektor- (Tensor-) Rechnung

Matrizenrechnung mit den Komponenten

bez. Basisrichtungen ¢, ¢, €;
- V1
Vektor v )
V=(vl~)= vy |, =123
V3
Betrag (Lange) v = V| v=|v|= \ V12 + V% + V32
. . R - - a; bl a; + bl
Additon v=a+b=b+a
V:a+b:(a1)+(bl): a2 + b2 = a2 +b2
a3 b3 a3 + b3
- o ind _ al bl al _bl
Subtrakton v=a-b=-b+a
V=a—b=(al-)—(bl)= a |— b2 = ay b2
as by az—bs
Produkt Skalar mit Vektor v=Aa=A a¢, Aa €v1
v=2Aa=(aq)+(h)=|Aa, |=21ale,
l Cl3 €v3
Skalarprodukt g =d-b=b-d w=a'b=b"a=a b +a,b, +a;b,
= abcosé(&,l;)
Kreuzprodukt v =a X b=-bxa v=ab=-ba (auch a= A moglich)
v =[7| = absin £(@,b) 0 -4 o

Beachte: axa=0

Beispiel Kinematik v = @ X 7

Beispiel Statik M =7 X F

Diadisches Produkt I = d o b

Iy I, 1 ab, ab, ab

=Tensor 2. Stufe 1 A2 A3 191 102 103
=\l In IDpa|=|ab ab, abs

Iy Iy Iy) \a3b a3y a3by
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5. Koordinatensystem, Ortsvektor und Drehmatrix

Koordinatensysteme: Ky (x1,¥1. 21), K5 (x2,y2, 22):
Ortsvektor:  F=¢,,'r, +ey lry +e,, rn=¢ 'r= ¢, + €y 2ry +e, =6 *r
Die Koordinaten oder Komponenten sind ye Y1

Ir=|1! in K,

nk, # 'r

z Z1= Zo
Drehung zweier Koordinatensysteme

Betrag von r:ir= \/lrxz+1ry2+1r22 = \/21’)(2+2Vy2+21‘22

Transformation in der x-y-Ebene bei Drehung um z:

lrx cosy —siny 0O zrx
1 . 2

r, |=|siny cosy O ny
lrz 0 0 1 2rZ

i Al2 ist Dreh- oder Orientierungsmatrix von Basis K, gegenuber K

cosy —siny 0
1 Drehung um z-Achse mit Drehwinkel y : A (y)=|siny cosy 0] ebenso € =A'?¢€,
0 0 1

vy ist positiv, wenn man X1-Achse in Deckung mit X2-Achse bringt, also eine positive Drehung um z-

Achse ausfuhrt.

iz Eigenschaften: A= AT, ATA=A AT =E, weil A eine orthogonale Matrix
- 21 12\ - 2 12\ 1
1z  Umkehrung: e,=A""¢; = (A ) e, oder “r= (A ) r
w falls é,=¢,: A’=E Tr=2r
1= Linearisierung von A12 (kleine Drehwinkel y << 1): cosy =1, siny=~ v
1 =y O

in x-y-Ebene mit Drehwinkel v : A= Yy 1 0
0 0 1
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Transformation im Raum, siehe z.B. (Roberson and Schwertassek 1988)

1> Eine allgemeine Drehung kann durch drei Einzeldrehungen erzeugt werden:

a) Kardanwinkel mit den Drehkoordinaten a(t), B(t), y(t) in der Drehfolge 1-2-3

Drehung der Basis K¢ gegentiber Basis Ko mit 3 Elementardrehungen:
1. um x4 - Achse mit Winkel o, ->neue Achseny', z' und X' bei x' = x4

2.umy'- Achse mit Winkel B,  ->neue Achsen x", z" und y" bei y" = y'

3.um z" - Achse mit Winkel y.  ->neue Achsen x5, Yy, und z, bei z, = 2"

1 0 O ¢ 0 sB)(cy —sy O
Transformation €;=|0 co —so|| O 1 O |[|sy cy O0]|€, woc=cos,s=sin
0 so ca){—-sB 0 cB)LO O 1
6= A A(B) A & =ATG

cBey —cBsy sB
mit der Drehmatrix A'? =| casy +sasBcy cocy—sosBsy —sacB
sosy—casBcy sacy+casfsy cocp

1= Linearisierung von A12 fur kleine Drehwinkel o, B,y: (Fur ~ siehe Rechenregeln-Tilde-Operator)

1 -y B o
A=y 1 —o|=E+d mit 9=|p
- a 1 Y

b) Andere Drehbeschreibungen:
Kardanwinkel der Drehfolge z-y-x;
Eulerwinkel mit Drehfolge z-x-z;

Drehzeiger, Eulerparameter, Rodriguesparameter

6. Differentiation von Funktionen (Kettenregel):

do_,_dudp_an,
a “Top i dp?

Funktion a(@(1)):

Funktion a(@(1),y(1)): %:dzg_;(p+g_;l’y
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Haufig verwendete Buchstaben
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